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Dealing with Separation in Logistic Regression for Rare Events 

 

前回の抄読会では、JALS 0 次データの解析中に、イベント数の少ない 1つのサブグルー

プについてロジスティック回帰によりリスク推定を試みたところ、SASで警告が表示され、

推定値の信頼性が十分でなかったという体験を契機に、イベント発症が稀なサブグループ

について、限られた量のデータからより正確かつ精密なリスク推定を行う方法論に興味を

持った、という紹介をした。その警告は、具体的にはデータの「準完全分離」を知らせて

いた。ロジスティック回帰での完全分離とは、0, 1の 2値をとる  1~iy i n と説明変数 β、

回帰係数
ix について、すべての ix に対し 
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なる βが存在する状態をいい、(1)式の不等号にイコールが入る場合を準完全分離という[1]。

完全／準完全分離状態の下で、ロジスティック回帰の当てはめを試み、一般的な最尤法に

よりパラメータを推定しようとすると、最尤推定量が一意に定まらないことが知られてい

る[2]。言い換えると、（説明変数）×（結果変数）の分割表を書いたとき、カウントが 0で

あるセルが 1 つでもあればロジスティック回帰パラメータの最尤推定量は存在しない[3]。

稀なイベントについて複数の調整因子で層別した場合や、イベント自体が稀でなくとも、

説明変数の端のカテゴリーにおいては、完全／準完全分離状態が生じやすいことが予測さ

れる。 

完全／準完全分離状態でのロジスティック回帰の推定能力を改善させる方法として、  

1. ベイズ的方法 

2. penalized likelihood を用いる方法 

3. exact法 

が提案されている[3-5]。1つ目のベイズ的方法は、原理的には、分離したデータに事前情報

を加えることで一種のスムージングを施し、推定値が有限の値に収束するよう修正する。

事前情報の定め方が自由であるため柔軟なモデリングが可能となるが、その反面恣意性も

問題になりやすい。2つ目の penalized likelihoodにおいては、penaltyの定め方が複数提案さ

れている中でも、特に有用性が期待されているのが Firth’s penalized likelihood である。これ

は対数尤度関数を  l  、フィッシャー情報量行列を  i  として、 
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という形で対数尤度関数を補正する[6]。この Firth の修正を行った対数尤度関数を用いてロ

ジスティック回帰パラメータを推定すると、完全／準完全分離の場合でも最尤推定量が一

意に定まるようになる。また、この修正はベイズの枠組みにおける Jeffreys の事前分布を用

いることと同等である[4, 7]。最後に 3つ目の exact法について、理論は古くは Fisherの時代

から提案されていたものの、変数の数や対象者数が多い場合に計算量が膨大となるため実

行は困難を極めていた。しかしコンピュータの計算能力が向上し、その上新たな計算アル

ゴリズムも提案されたことによって、回帰分析においても十分統計量の分布について正確

な確率計算を行うことが可能となりつつある。この方法を用いると、完全／準完全分離の

下で最尤推定量が一意に定まらない場合であっても median unbiased estimate を計算するこ

とが可能となる。さらに、近年では SAS の PROC LOGISTIC や、exactな回帰分析に特化し

たソフトウェアである LogXactを用いて exact法を適用できる範囲が拡大している。 

本抄読会では、完全／準完全分離状態のデータに対応すべくロジスティック回帰を改良

するこれらの方法について、互いを比較しつつ概要を紹介することで、イベントが稀なサ

ブグループにおけるリスク評価の方法論を考える上での足掛かりにしたい。 
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